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ěŚČţõŘ 20 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ôŘÀ£ţĺŘ :1 ýĆÜßÆõ

ÂÔœ n ŚfÖ Čìć ÀĂœŘćüõ ŚûöŊ .ÀœŘùćŘć ôŘÀ£ţĺŘ üúðŊ ÀĂõďŚî ŠÁŻ ýŘÂŞ ÅČĺŚŮùěŚ Ů ťîÂł øć ŒİĄî Âúł Œþ ďć
ěŘ Œþ Âû .ÀœĄł ñĄçÈõ ďŚîĆŞ ťîÂł øć ßþŘ ěŘ üØþ ďć ÀœÂþÃðŚœ ŚûöŊ ýĆÞû Ćî ćďŘć ćĄŻø Âúł ßþŘ ďć ďŚî üőŚÖţõ
ÀĂõďŚî iťîÂł öŊ ÂðŘ ÀĂîüõ É£Èõ Ćî ÀœŘùćÂî Žďć ĆœŚą n Ś Ş ťÆČó Œþ ,ćĄą ôŘÀ£ţĺŘ üúðŊ ďć ťîÂł øć
ťîÂł Œþ ďć öŘÀĂõďŚî ýĆÞû ëĄÖ§) ťêÂð ÀûŘĄą ÕÜãŮ üìĄÖ§ Ćİ ŚûöŊ ěŘ Œþ Âû ĆŞ ,ÀłŚŞ ĆţłŘć (1 ≤ i ≤ n)
ťśůõ ñøÀŻ øć ßþŘ ěŘ Œþ Âû ďć ùÀłĆţłĄœ ćŘÀäŘ Ćî ÀČĂî ĆŻĄŮ .(ťĺŘ ĆţÆŞŘø öŊ öŘÀĂõďŚî ćŘÀãŮ ĆŞ ÍÖê ø ýøŚÆõ

.ÀœďŘÀœ üňŚą řČŮÂŮ žČû ŚfõøÃó ø ÀĂţÆû ùŘĄąñć üóø

ĆŞ üÜþŚÞŮ öŘÀĂõďŚî ěŘ ŒþžČû Ćî ÀœĄł ôŘÀ£ţĺŘ ťîÂł øć ßþŘ ďć ýďĄÏ ÀĂœŘĄŮüõ ùďŘøÝû ÀĂõďŚî n Ćî ÀČĂî ťŞŚŹ
öŘÃČõ ,ÂČČçŮ ßþŘ ŰďĄň ďć Ćî ćĄŞ ÀûŘĄą ćĄą ťîÂł ÂČČçŮ ĆŞ ÛþŚõ ÀĂõďŚî Œþ üœŚõě .ÀłŚŞ ĆţłŘÀœ ťîÂł ÂČČçŮ

.ÀŞŚþ ÇþŘÃêŘ ÇìĄÖ§

ěŚČţõŘ 20 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ťÈðýŚŻ :2 ýĆÜßÆõ
Śf Ö Č ìć ćŘÀäŘ ßþŘ ěŘ ôŘÀî Âû ÂðŘ Śú Ă Ů ø ÂðŘ ÝČ þĄðüõ "ťÈðýŚŻ’ Œþ {1, . . . , n} ćŘÀäŘ ěŘ n ñĄÏĆ Ş π ýĆóŚ ś œć Ć Ş
ñŚůõ ýŘÂŞ .ÝČûćüõ ÇþŚÞœ π(i) Ś Ş Řď ćĄłüõ ÂûŚÒ ťÈðýŚŻ ôŘ i öŚØõ ďć Ćî ýćÀä .ćĄł ÂûŚÒ ĆóŚś œć ďć ďŚŞŒþ
üÜä .(k ≥ 1) ťĺŘ ùćŘć 2k ŚŮ 1 ćŘÀäŘ ěŘ üţÈðýŚŻ øŘ ĆŞ üÜä ďÀŢ .ÀłŚŞüõ 4 ñĄÏĆŞ ťÈðýŚŻ Œþ π : 〈1,3,4,2〉
ùćŚÔţĺŘ Âþě ÝţþďĄÚóŘ ěŘ ďŚî ßþŘ ýŘÂŞ øŘ .π(i) = i ÝČłŚŞ ĆţłŘć ,1 ≤ i ≤ n = 2k Âû ýŘěŘĆŞ Ćî ÀĂî ýďŚî ÀûŘĄąüõ

:ÀĂîüõ

.ùÀŞ ďŘÂì 1 ÂŞŘÂŞ Řď i (1

.ßî ŚŻĆŞŚŻ π(π(i)) ŚŞ Řď π(i) ćÀä (2

.ßî ĆêŚőŘ À§Řø Œþ i ĆŞ (3

.øÂŞ 2 ýĆÜ§Âõ ĆŞ ,ćĄŞ i ≤ 2k ÂðŘ (4

.öŚþŚŢ (5

.ÝČĺďüõ π′ : 〈1,2,3,4〉ťÈðýŚŻ ĆŞ ,(π : 〈1,3,4,2〉) ĎŚŞ ñŚůõ ýŘÂŞ ëĄê ÝţþďĄÚóŘ ýŘÂŻŘ ěŘ ÅŢ ,Ěf ůõ

.ÀœÂČðüõ ďŘÂì ćĄą ýŚŻÂĺ ćŘÀäŘ ôŚÞŮ ,ëĄê ÝţþďĄÚóŘ ýŘÂŻŘ ďŚŞ k ŚŞ ÀČĂî ťŞŚŹ (ÓóŘ

ďŘÂì ćĄą ýŚŻ ďć Řď ćŘÀäŘ ôŚÞŮ ëĄê ÝţþďĄÚóŘ ýŘÂŻŘ ďŚŞ k − 1 ŚŞ öŘĄţœ Ćî ÀČœÃŞ ñŚůõ üţÈðýŚŻ ,k ćÀä Âû ýŘÂŞ (Š
.ćŘć
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ěŚČţõŘ 20 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ŚûùŘďïďÃŞ :3 ýĆÜßÆõ
öŘĄŮüõ ÂÚþć Âúł Âû ĆŞ Âúł Âû ěŘ Ćî ÀœŘùÀł ŸŘÀ§Ř ýŘĆœĄðĆŞ ùŘďïďÃŞ n − 1 ,(n > 2) ďĄÈî Œþ ďć Âúł n ßČŞ
ťĺŘ ďŘÂì .ÝČõŚœüõ Ýû "ďøŚźõ’ Řď ŚûÂúł Žøě ßþŘ Ćî ÀĂîüõ Ûňø ÂÚþćŒþ ĆŞ Řď Âúł øć ŚfÖČìć ùŘďïďÃŞ Âû .ćÂî ÂÔĺ
ďĄśźõ ćďÁðüõ ùŘďïďÃŞ öŊ ěŘ Ćî üþøďćĄą Âû Ćî ýŘĆœĄðĆŞ ÀŞŚþ ńŚÊţąŘ ŋďŘĄä öŘĄĂäĆŞ ćÀä Œþ ùŘďïďÃŞ Âû ĆŞ
ŋďŘĄä áĄÞźõ ÂŞŘÂŞ Âúł Âû ÀõŊďć .ćěŘćÂşŞ ùŘďïďÃŞ öŊ Âĺ øć ďć Âúł øć ěŘ Œþ Âû ĆŞ Řď ŋďŘĄä ďŘÀÖõ öŊ ÀłŚŞ

.ťĺŘ ÛÊţõ Âúł öŊ ĆŞ öŚłÂĺ Œþ Ćî ťĺŘ üþŚûùŘďïďÃŞ ĆŞ ĆţêŚþ ńŚÊţąŘ

Řď ćÀä øć ßþŘ ěŘ üØþ ÝČœŘĄŮüõ Śõ ø ťĺŘ ùćÂî ćŚúœÇČŢ ÓÜţ£õ ćÀä øć ùŘďïďÃŞ Âû ýŘěŘĆŞ üĺŚĂłďŚî ÝČŮ Œþ
ŚûùŘďïďÃŞ ýŘÂŞ ùÀłßČČãŮ ŋďŘĄä ,ŚûÂúł ßČŞ ťŞŚìď ÇþŘÃêŘ ÛČóćĆŞ üóø .ÝČĂî ßČČãŮ ùŘďïďÃŞ öŊ ŋďŘĄä öŘĄĂäĆŞ

.ÀłŚśœ öŚĺŒþ ľďøŚźõ ýŚûÂúł ěŘ Œþ žČû ŚŞ Âúł Âû ÀõŊďć Ćî ÀłŚŞ ýďĄÏ ÀþŚŞ

Řď ŚûùŘďïďÃŞ ŋďŘĄä öŘĄŮüõ ùďŘøÝû ,ÀĂłŚŞ ÂÔň ěŘ ÂŮïďÃŞ ø üÖČÖ§ ýćŚúœÇČŢ ýŚûćÀä üõŚÞŮ ÂðŘ ÀČĂî ťŞŚŹ (ÓóŘ
.ÀœŚÞŞ ďŘÂìÂŞ ŚûÂúł ťŞŚìď ŕÂł Ćî ćÂî ßČČãŮ ýďĄÏ

.(ŚûùŘďïďÃŞ ěŘ üÌãŞ ďć ŋďŘĄä öćÂØœ ťêŚþďć öŚØõŘ üĂãþ) ÀłŚŞ Ýû ÂÔň ćÀä ćŚúĂÈČŢ öŚØõŘ ÀČĂî ŋÂê (Š
ŕÂł Ćî ćÂî ŠŚ£ţœŘ ýŘĆœĄð ĆŞ ýćŚúĂÈČŢ ćŘÀäŘ ßČŞ ěŘ Řď ùŘďïďÃŞ Âû ŋďŘĄä öŘĄţœ öŊ ďć Ćî ÀČĂî ĆŐŘďŘ üóŚůõ
Ćî ÀČĂî ćŚúœÇČŢ ŰøŚÔţõ ćÀä øć ùŘďïďÃŞ Âû ýŘÂŞ ÀþŚŞ ćĄą ñŚůõ ďć Ćî ÀČĂî ťìć .ÀœŚÞŞ ďŘÂìÂŞ ŚûÂúł ťŞŚìď

.ÀłŚŞ ÂÔň ěŘ ÂŮïďÃŞ ćÀä øć öŊ ěŘ üØþ Ýîťĺć

ěŚČţõŘ 20 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . řČźä ďĄÈî :4 ýĆÜßÆõ
ßþŘ ďć ÝČœŘćüõ .ÀœŘùÀł Ûňø ÝûĆŞ ĆêÂÏ øć ýùćŚŻ ŚŞ ŚûöŊ ěŘ üÌãŞ Ćî ćďŘć ćĄŻø Âúł ýćŘÀãŮ "řČźä’ ďĄÈî ďć
ÛČśõĄŮŘ Œþ ŚúĂŮ řČźä ďĄÈî ßþŘ ďć .ćÂî ŰÂêŚÆõ ùćŚŻ ýćŘÀãŮ ěŘ ďĄśä ŚŞ öŘĄŮüõ ÂÚþć Âúł Âû ĆŞ Âúł Âû ěŘ ďĄÈî
ßþŘ ýŚûÂúł ýĆÞû ěŘ ćďŘć ÀÊì øŘ .ťĺŘ ùÀł ŚûÂúł ěŘ üØþ ćďŘø ÛČśõĄŮŘ öŊ ÀþÂą ŚŞ ćÂðöŚúŻ Œþ .ćďŘć ćĄŻø
,Âúł öŘÀŞ üúţĂõ ýŚûùćŚŻ ôŚÞŮ Ćî ťĺŘ ùÀł ÛČØÈŮ öŘÀČõ Œþ ěŘ ŚúĂŮ Âúł Âû řČźä ďĄÈî ßþŘ ďć .ÀĂî ÀþćěŚŞ ďĄÈî
ěŘ ŽøÂą ýŘÂŞ Řď ùćŚŻ Œþ ŚúĂŮ ĆÑ¡ó Âû ďć ø ťĺŘ ùćŚţÆþŘ ÅČÜŢ Œþ Âúł Âû öŘÀČõ Íĺø ďć .ÀĂĺďüõ öŘÀČõ ßþŘ ĆŞ

.Àûć üõ ýŘùćŚŻ Âû ěŘ Řď Âúł ĆŞ ćøďø ýùěŚŻŘ ŚõŘ ćďŘÁðüõ ěŚŞ Âúł

ďć) Řď öŊ ěŘ ÀãŞ ýùćŚŻ ø ćÀĂŞüõ Řď ěŚŞ üŻøÂą ,Âúł öŊ ěŘ ÛČśõĄŮŘ ŽøÂą ěŘ ÅŢ ĆÜňŚêĚŞ Âúł Âû ÅČÜŢ ÀČĂî ŋÂê
ťČãőø Âû ŚŞ ø ùŘĄąñć Âúł Âû ěŘ áøÂł ŚŞ ćÂðöŚúŻ ÀČĂî ťŞŚŹ .ÀĂîüõ ěŚŞ ŽøÂą ýŘÂŞ (öŘÀČõ ďøć ćÂðťäŚĺ ťúŻ
âÏŚÖŮ ÂÚþćŒþ ŚŞ ŚûÂúł öŘÀČõ ďć ŚúĂŮ ŚûùćŚŻ ÀČĂî ĆŻĄŮ .ÀĂî öÀþć ŚûÂúł ĆÞû ěŘ ÀœŘĄŮüõ ,ěŚŞ ýŚûüŻøÂą ýĆČóøŘ

.ÀœďŘć
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ěŚČţõŘ 20 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ĆóŚśœć :5 ýĆÜßÆõ
Ćî ÝČœŘćüõ 1 ≤ i ≤ n Âû ýŘěŘĆ Ş ,ďŚî ýŘÀţŞŘ ďć .ÀþÂČÚŞ ÂÑœ ďć Řď üãČśÏ ćŘÀäŘ ěŘ A = 〈a1, a2, · · · , an〉 ýĆóŚś œć

.ÝþďŘÁðüõ 0 ÂŞŘÂŞ Řď öŊ ýĆČóøŘ ďŘÀÖõ ø ÝČĂîüõ ÓþÂãŮ b ÂČçţõ Œþ ßČĂİÝû .ai = i

:ÝþďŘć ďŚî ýŘÀţŞŘ ďć n = 8 ÂðŘ Ěůõ .ťĺŘ z ÂŞŘÂŞ öŚłďŘÀÖõ Ćî ťĺŘ A ýĆóŚśœć ěŘ ýćŘÀäŘ ćŘÀãŮ ÂŞŘÂŞ f(z) ÀČĂî ŋÂê
øć ,ŘÂŻŘ ďŚŞ Âû ďć Ćî ÀþÂČÚŞ ÂÑœ ďć Řď Âþě ÝţþďĄÚóŘ .f(9) = 0 ø f(8) = 1 ßČĂİÝû ø A = 〈1,2,3,4,5,6,7,8〉

:(1 ≤ x, y ≤ n) ÀĂîüõ ľěŘćÂŢ ø ćÂČðüõ ýćøďø ěŘ Řď y ø x üãČśÏ ćÀä

.ßî ťêŚþďć ýćøďø ěŘ Řď y ø x ďŘÀÖõ (1

.øÂŞ 3 ýĆÜ§Âõ ĆŞ ŰďĄň ßþŘ ÂČè ďć ,øÂŞ 9 ýĆÜ§Âõ ĆŞ ,ax = ay ÂðŘ (2

.øÂŞ 7 ýĆÜ§Âõ ĆŞ ŰďĄň ßþŘ ÂČè ďć ,øÂŞ 4 ýĆÜ§Âõ ĆŞ ,f(ax) ≤ f(ay) ÂðŘ (3

.ßî ĆêŚőŘ À§Řø f(ax) ýùěŘÀœŘ ĆŞ Řď B (4

.ßî ÛþÀśŮ ay ĆŞ Řď ťĺŘ ax ÂŞŘÂŞ öŚłďŘÀÖõ Ćî A ýĆóŚśœć ćŘÀäŘ ôŚÞŮ (5

.øÂŞ 9 ýĆÜ§Âõ ĆŞ (6

.ßî ĆêŚőŘ À§Řø f(ay) ýùěŘÀœŘ ĆŞ Řď B (7

.ßî ÛþÀśŮ ax ĆŞ Řď ťĺŘ ay ÂŞŘÂŞ öŚłďŘÀÖõ Ćî A ýĆóŚśœć ćŘÀäŘ ôŚÞŮ (8

.öŚþŚŢ (9

ÅŢ ,ÝČĂî ŘÂŻŘ (x, y) = (2,7) ýŘěŘ ĆŞ Åşĺ ø (x, y) = (2,3) ýŘěŘ ĆŞ ŘÀţŞŘ ,ďŚŞ øć Řď ÝţþďĄÚóŘ ø n = 8 ÂðŘ ñŚůõ ýŘÂŞ
ÀûŘĄą 2 ÂŞŘÂŞ ŘÂŻŘ øć ßþŘ ěŘ ÀãŞ B ďŘÀÖõ ,ßČĂİÝû .A = 〈1,3,3,4,5,6,3,8〉 :ťłŘć ÝČûŘĄą ÝţþďĄÚóŘ ýŘÂŻŘ ěŘ

.ćĄŞ

ÀČĂî ßČČãŮ ýďĄÏ ŘÂŻŘ Âû ýŘÂŞ Řď y ø x ďŘÀÖõ .ÝČĂî ŘÂŻŘ ďŚŞ 15 Řď ÝţþďĄÚóŘ ÝČûŘĄąüõ ø n = 16 ÀČĂî ŋÂê (ÓóŘ
.ÀłŚŞ 32 ÂŞŘÂŞ B ďŘÀÖõ ,ďŚî öŚþŚŢ ěŘ ÅŢ Ćî

Řď y ø x ÂþćŚÖõ öŘĄŮüÞœ ÀČĂî ťŞŚŹ .(k ≥ 1) ÝČĂî ŘÂŻŘ ďŚŞ n − 1 Řď ÝţþďĄÚóŘ ÝČûŘĄąüõ ø n = 2k ÀČĂî ŋÂê (Š
.ćĄł k × 2k ěŘ ÂŮÇČŞ B ďŘÀÖõ ďŚî öŚþŚŢ ěŘ ÅŢ Ćî ćÂî ßČČãŮ ýďĄÏ ŘÂŻŘ ŰŚãêć ßþŘ ďć

!ÀČłŚŞ ÕêĄõ
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