
١٣٩٣ دوم مرحله�ی تشریحͬ آزمون پاسخ

ͬͽرن بازی

دست که دارد وجود ͬͽرن کبوتری لانه اصل طبق ببعͬ، توسط ١ شماره دایره�ی رن�آمیزی از پس الف)
کافͬ ترتیب به باشد، بنفش یا زرد نارنجͬ، ،رن این اگر باشد. آمده در رن آن به قطاع، n کم
کار این با بیاورد. در زرد یا بنفش نارنجͬ، رن به را ٢ شماره دایره�ی قطاع�های تمام گاوی است

شد. خواهد تولید نارنجͬ قطاع n کم دست ٣ شماره دایره�ی در

در رن آن به را آن�ها و مͬ�کند انتخاب ١ شماره دایره�ی از قطاع n ،رن هر برای ببعͬ ابتدا در ب)
و بنفش رن به قطاع y زرد، رن به قطاع x خود، رن�آمیزی در گاوی کنید فرض مͬ�آورد.
شماره دایره�ی چرخش برای ممͺن انتخاب ٣n باشد. آورده در نارنجͬ رن به را قطاع n−x−y

شماره دایره�ی در حالت ٣n این مجموع در که نارنجͬ�ای قطاع�های تعداد دارد. وجود ببعͬ برای ٢
با: است برابر آمد خواهند پدید ٣

(x× n) + (y × n) + ((n− x− y)× n) = ٣× n٢

کم دست حالت آن در که دارد وجود ببعͬ برای انتخابͬ کبوتری، لانه�ی اصل طبق پس

⌈٣n
٢

٣n
⌉ = n

بیاید. در نارنجͬ رن به ٣ شماره دایره�ی از قطاع

جادویͬ ماشین و وزنه�ها

در و هستند هم�نوع سͺه دو یعنͬ بود، طبیعͬ سͺه دو وزن مجموع اگر ماشین از استفاده هنͽام وضوح به
در که نامید مقایسه عمل ͷی را ماشین از استفاده عمل مͬ�توان پس نیستند. هم�نوع یعنͬ صورت این غیر

خیر. یا هستند هم�نوع شده، گذاشته سͺه�ی دو فهمید مͬ�توان آن پایان

ͷی مͬ�تواند جادویͬ ماشین از استفاده بار ٢n−١ حداکثر با گاوی مͬ�کنیم ثابت n روی استقرا با الف)
کند. پیدا سͺه، ٣n بین از نیم-گرمͬ سͺه�ی

حرکت ۵ حداکثر با داد نشان مͬ�توان حالت�بندی کمͬ با مͬ�گیریم. نظر در را n = ٣ پایه، برای
کرد. مشخص را نیم-گرمͬ سͺه�ای مͬ�توان

برقرار نیز n = k+١ برای حͺم مͬ�کنیم ثابت باشد؛ برقرار n = k برای حͺم فرضمͬ�کنیم حال
دو مͬ�کنیم. مقایسه هم با را سͺه ٢ مͬ�گیریم. نظر در را سͺه ٣k + ٣ حͺم، اثبات برای است.

بود: متصور مͬ�توان حالت

کنیم. مقایسه دیͽر سͺه�ی ٣ با و برداشته را (x) آن�ها از ͬͺی است کافͬ بودند، متفاوت اگر –
است ١-گرمͬ سͺه�ای x یعنͬ کشید، تساوی به آن�ها از تا ٢ کم دست مقایسه، ٣ این در اگر
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سͺه�ای x صورت این غیر در است؛ نیم-گرمͬ نخست، مقایسه�ی در آن مقابل سͺه�ی و
است. نیم-گرمͬ

برابر هم باز اگر مͬ�کنیم. مقایسه دیͽر سͺه�ای با و برداشته را آن�ها از ͬͺی بودند، برابر اگر –
مͬ�توان استقرا فرض طبق سͺه�ها، بقیه�ی برای و هستند ١-گرمͬ سͺه، ٣ این یعنͬ بودند،
انتخاب دیͽر دل�خواه سͺه�ی ٣ هم باز است کافͬ نبودند، برابر ٢ این اگر اما داد؛ انجام را کار

دهیم. انجام را کار قبل، حالت مانند و کنیم

را یال�ها ابتدا دارد. یال n− k کم دست مولفه، k با رأسͬ n ساده�ی گراف هر مͬ�کنیم ثابت ابتدا ب)
ͬͺی حداکثر مͬ�گذاریم، که یالͬ هر مͬ�گذاریم. را یال�ها دیͽری، از پس ͬͺی و نمͬ�گیریم نظر در

دارد. یال n− k کم دست مولفه، k با رأسͬ nگراف پس مͬ�کند. کم مولفه�ها تعداد از
رأس ٣n با ساده گرافͬ باشد. کرده پیدا را نیم-گرمͬ سͺه�ای مقایسه، تعدادی با گاوی فرضکنید
بین گاوی اگر تنها و اگر مͬ�کشیم یال رأس، دو بین و باشد سͺه ͷی آن رأس هر که مͬ�سازیم

باشد. داده انجام مقایسه آن�ها، متناظر سͺه�های
١ مولفه�ی ٣ کم دست کنیم فرض دارد. رأسͬ ١ مولفه�ی ٢ حداکثر گراف این مͬ�کنیم ثابت ابتدا
با نمͬ�توان باشند، رأس ٣ این بین در نیم-گرمͬ سͺه�ها�ی اگر صورت این در باشد. داشته رأسͬ

داد. تشخیص را نیم-گرمͬ سͺه�ی ͷی اطمینان
دست کنید فرض قبل قسمت مانند دارد. رأسͬ ٢ مولفه�ی ١ حداکثر گراف این مͬ�کنیم ثابت حال
با نمͬ�توان باشند، رأس ۴ این بین در نیم-گرمͬ سͺه�های اگر باشیم. داشته رأسͬ ٢ مولفه�ی ٢ کم

داد. تشخیص را نیم-گرمͬ سͺه�ی ͷی اطمینان
وجود رأسͬ ͷت مولفه�ی ٢ هم و باشیم داشته رأسͬ ٢ مولفه�ی هم ندارد امͺان مͬ�کنیم ثابت حال
داشته وجود رأسͬ ͷت مولفه�ی ٢ هم و باشیم داشته رأسͬ ٢ مولفه�ی هم کنید فرض باشد. داشته
نمͬ�توان اطمینان با هم باز باشند، سͺه ۴ این بین در نیم-گرمͬ سͺه�های اگر صورت این در باشد.

کرد. پیدا را نیم-گرمͬ سͺه�ای
حداکثر ما گراف باشیم، داشته رأسͬ ͷت مولفه�ی ٢ نظر، مورد گراف در اگر حال

⌊٣n− ٢
٣

⌋+ ٢ = n+ ١

حداکثر ما گراف نیز صورت این غیر در دارد؛ مولفه

⌊٣n− ٣
٣

⌋+ ١+ ١ = n+ ١

حͺم که دارد لازم یال ٣n− (n+ ١) = ٢n− ١ کم دست ما گراف پس داشت. خواهد مولفه
مͬ�کند. ثابت را مسئله
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خسیس گاوی

بͽیرید. نظر در یال ͷی جاده هر جای به و راس ͷی شهر هر جای به کنید. مدل گراف به را نظر مورد کشور
راس درجات مجموع با است برابر نیز مسیر ͷی هزینه است. آن متناظر راس درجه با برابر شهر ͷی ارزش

مسیر. داخل های

را ببعͬ حال کنید. جدا گراف این از را b و aراس دو بین یال بͽیرید. نظر در را کامل گراف ͷی الف)
با: است برابر سفر هزینه اکنون دهید. قرار bراس در را گاوی و aراس در

n− ٢+ n− ٢+ n− ١ = ٣n− ۵

.

بͽیرید.به نظر در b به a از را مسیر کوتاه�ترین است. bراس در گاوی و aراس در ببعͬ فرضکنید ب)
مسیر باشد یال اگر چون داشت نخواهیم یال مسیر داخل راسͬ دو هیچ بین مسیر خود یال�های جز
چون دارد، مسیر داخل های راس به یال سه حداکثر نیز مسیر از خارج راس هر مͬ�شود. تر کوتاه
راس�های درجات مجموع حال کنیم. پیدا مͬ�توانستیم کوتاه�تری مسیر دوباره صورت این غیر در
مͬ�شود. اضافه واحد دو درجات مجموع به مسیر داخل یال هر ازای به مͬ�شماریم. را مسیر داخل
مجموع به واحد ͷی هم مسیر داخل راس ͷی به مسیر از خارج راس ͷی از یال هر ازای به
با: برابر حداکثر ما کل هزینه باشد، k مسیر درون راس�های تعداد اگر مͬ�شود. اضافه درجات

٢ ∗ (k − ١) + ٣ ∗ (n− k) = ٣n− k − ٢

بوده راس دو از متشͺل فقط ما مسیر صورت٬ این غیر در است. حل سوال که باشد k > ٢ اگر
آن در پس باشند. داشته n − ١ با برابر حداکثر درجه�ای مͬ�توانستند حداکثر کدام هر که است
٢n−٢ ≥ ٣n−۵ است، n > ٢ اینͺه به توجه با که مͬ�شد ٢n−٢ با برابر ما کل هزینه صورت

است.

گاوی مهره�های انتقال

از بیش خانه ͷی در مͬ�تواند لحظه ͷی در او ماشین در چون بͽیرید. نظر در را گاوی ماشین جواب
با ای نقطه به بخواهیم را (x١, y١) مختصات با مهره�ای اگر که کرد فرض مͬ�توان پس باشد، مهره ͷی
به را آن سپس و برده (x١, y٢) نقطه�ی به را مهره این ابتدا مͬ�توانیم دهیم، انتقال (x٢, y٢) مختصات
انتقال در موجود حرکات به و عمودی حرکت اول، انتقال در موجود حرکات به ببریم. (x٢, y٢) خانه�ی
انتقال نظر مورد سطر به عمودی حرکت تعدادی با را مهره ابتدا عبارتͬ به مͬ�گوییم. افقͬ حرکت دوم
(c, d)مرتب زوج مهره هر به همچنین مͬ�بریم. نظر مورد ستون به افقͬ حرکت تعدادی با سپس و مͬ�دهیم
حرکت تعداد با برابر d و نقطه این برای لازم عمودی حرکت�های تعداد معنای به c آن در که دهید نسبت را

است. نقطه این ازای به لازم افقͬ های

١ لم
باشند داشته برخورد هم با خود حرکت مسیر در مهره دو کنید فرض است. درست سوال بعد ͷی ازای به
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هم با را مهره دو این مقصد .(B خانه�ی به b و برود A خانه�ی به مͬ�خواهد a که b و a مهره�های (مثلا
مͬ�شود. کاسته برخورد�ها تعداد از واحد ͷی حداقل کار این با Aبرود). به b و برود B به a) عوضکنید
که کنید تͺرار آن�قدر را کار این نمͬ�شود. بیش�تر قبلͬ�اش حالت از ما جواب کار این با مͬ�دانیم ضمن در

است. برابر بعد ͷی ازای به گاوی و ببعͬ ماشین جواب پس باشیم. نداشته برخوردی دیͽر

نمره نصف حل

F = کنید فرض حال کنید. تعریف max(ci, di) برابر را ei (١ ≤ i ≤ n) iام مهره ازای به
لم طبق بͽیرید. نظر در را گاوی ماشین جواب حال است. t١ ≥ F که است واضح .maxni=١(ei)

حرکات انجام حال در که مهره دو بین برخوردی هیچ که بدهد جوابͬ ما به مͬ�تواند گاوی ماشین ،١
تمامͬ تا کند صبر و دهد انجام را خود عمودی حرکت مهره�ای، هر حال ندهد. رخ هستند خود عمودی
اکنون دهد. انجام را خود افقͬ حرکت مهره�ای هر سپس دهند. انجام را خود عمودی حرکت�های مهره�ها

داشت خواهیم حال است. رسیده خود نظر مورد خانه�ی به هرکس
t٢ ≤ max(ci) +max(di) ≤ F + F ≤ ٢t١

کامل حل

شود. کمینه آن در
∑n

i=١ c
٢
i که بͽیرید نظر در را جوابͬ گاوی ماشین برای موجود جواب�های بین از

خانه ͷی در مهره دو لحظه�ای هیچ در بͽیریم، نظر در را جوابͬ همچین اگر که کنیم ثابت مͬ�خواهیم
ͷی به مͬ�دهند انجام عمودی حرکت که هنͽامͬ و باشند ستون ͷی در مهره دو کنید فرض بود. نخواهند
یابد. Bانتقال خانه�ی به نیز b مهره�ی و یابد Aانتقال نقطه�ی به بخواهد a مهره�ی فرضکنید برسند. نقطه
است شده کم�تر دو هر cb و ca .A خانه�ی به را b مهره�ی و دهید انتقال B نقطه�ی به را a مهره�ی حال
فرض حال است. شده کم�تر ما نظر مورد مجموع پس نیستند. سطر ͷی در آبͬ�ای نقطه�ی دو هیچ چون
حرکت انجام حال در آن�ها از ͬͺی صورت این در کنند. برخورد هم به مختلف ستون دو از مهره دو کنید
سطر در آبͬ�ای نقطه دو هیچ اولا زیرا خود، افقͬ حرکت انجام حال در دیͽری و است بوده خود عمودی
خود مقصد به مͬ�خواهد که مهره�ای هر بود قرار و نبودند ستون ͷی در مهره دو این ثانیا نیستند، یͺسانͬ
با را مهره دو این مقصد اکنون را. افقͬ�اش حرکات سپس دهد، انجام را عمودی�اش حرکات اول برود،
در آن�ها از ͬͺی همچنین و بوده�اند نقطه ͷی در زمان ͷی در مهره دو این که جایͬ آن از کنید. عوض هم
اثبات همچنین است. نشده بیشتر ما جواب پس عمودی، حرکت حال در دیͽری و بوده افقͬ حرکت حال
باشد متفاوت هم با مهره دو این حرکت�های جهت اگر است. شده کمتر ما نظر مورد مجموع که مͬ�کنیم
در نهایͬ نقطه�های کنید (دقت است شده کم�تر نیز مجموع پس است شده کاسته آن�ها دوی هر c از که
کاسته سوال کلیت از که این بدون باشد، یͺسان مهره دو این حرکت جهت اگر حال نیستند). سطر ͷی
دهید. نشان ٢ و ١ با را مهره�ها این حال باشد. بوده بالا به آن�ها دوی هر حرکت جهت که کنید فرض شود

کنید: فرض همچنین

c١ < c٢ ⇒ y١ > y٢

p = c٢ + y٢ − (c١ + y١)
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دهد. انجام عمودی حرکت c٢ − p ،٢ مهره و دهد انجام عمودی حرکت c١ + p ،١ مهره است قرار حال
داریم: مͬ�شود. اضافه ٢p(c١ + p− c٢) اندازه�ی به ما مجموع

٢p > ٠

c١ + p− c٢ = y٢ − y١ < ٠

ماشین شود، کمینه ما مجموع اگر پس است. شده کمتر ما مجموع و است ٢p(c١ + p− c٢) < ٠ پس
ببعͬ ماشین خواسته�ی همان این که نباشند نقطه ͷی در مهره دو لحظه�ای هیچ در که مͬ�دهد را جوابͬ ما به

است.


