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کشور کامپیوتر المپیاد دومین و سͬ دوم مرحله ی

است. دقیقه ۲۱۰ آن زمان مدت  و دارد سوال ۲۰ آزمون •

است. شده ارائه توضیحͬ دسته هر از قبل و آمده اند سوالͬ چند دسته های در ۲۰ تا ۱۱ سوالات •

دارد. منفͬ نمره ی ۱ سوال هر به نادرست پاسخ و مثبت نمره ی ۴ سوال هر به درست پاسخ •

است. تصادفͬ طور به گزینه ها ترتیب •

بزند را پایان کاله تالاب جوار در کارخانه ای احداث کلنگ بود رفته زیست، محیط از صیانت راستای در مدیر آقای ۱
که داریم مسئله ای گفت: او به اما داد منفͬ پاسخ زدن نیش برای پشه اصرار به مدیر آقای شد. روبه رو پشه با که
شͺل به که داریم زمین ͷی این جا در ما کنند. برطرف هم را شما معیشت مشͺل ͬ دهم م دستور شود، حل اگر
تعدادی ͬ خواهیم م گرفته. آب را جدول این خانه های همه ی حاضر، حال در است. ۱۴۰۱× ۲۰۲۲ جدول ͷی
حداقل جدول، این در خانه ͷی از بیش با زیرمستطیل هر ازای به  که طوری کنیم ͷخش را جدول خانه های از
تعداد ͬ خواهد م پشه هم نوعان، جمعیت از حمایت راستای در باشند. شده ͷخش زیرمستطیل آن خانه های نصف

شوند؟ ͷخش باید جدول از خانه چند حداقل باشد. کمینه شده ͷخش خانه های

۹۴۴۲۷۴ (۵ ۱۴۱۶۴۱۱ (۴ ۱۸۸۸۵۴۸ (۳ ۲۱۲۴۶۱۶ (۲ ۲۱۲۴۱۱۱ (۱

است. درست ۳ گزینه ی پاسخ:

را جدول ͬ توان م سادگͬ به کنیم. ͷخش را خانه ۱۴۰۱×۲۰۲۲
۳ × ۲ = ۱۸۸۸۵۴۸ باید حداقل ͬ دهیم م نشان ابتدا

حداقل جواب پس داریم. نیاز ͷخش خانه ی ۲ به حداقل آن ها از کدام هر در کرد. افراز ۳× ۱ زیرجدول های به
است. شده گفته مقدار به

شماره ی جمع که کنیم ͷخش را خانه هایی تمام ͬ توانیم م هم شده ͷخش خانه ی تعداد این با مثال ساختن برای
□ نیست. بخش پذیر ۳ بر ستونشان و سطر

قرار جدول این خانه های در L-شͺل لوله ی تعدادی ͬ خواهد م و دارد زیر شͺل همانند ۴×۱۰ جدول ͷی ͷپشم ۲
ͬͺی به A خانه ی اضلاع از ͬͺی از لوله، تعدادی کردن طͬ با و بͽیرد قرار خانه ͷی داخل لوله هر که طوری دهد
تعداد کم ترین با ͬ خواهد م و است محیط زیست دوست دار ͷپشم باشد. داشته وجود مسیر B خانه ی اضلاع از
تعداد که طوری دهد قرار جدول این در لوله تعدادی ͬ تواند م طریق چند به ͷپشم دهد. انجام را کار این لوله
به A راست ضلع از آن در که لوله گذاری از نمونه ͷی باشد؟ داشته وجود مسیر B به A از و باشد کمینه لوله ها
کمینه لزوماً مثال این در لوله ها تعداد که کنید دقت است. آمده زیرین جدول در دارد، وجود مسیر B پایین ضلع

نیست.

B

A

لوله ها

۱۱۴۰۱ بهار
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کشور کامپیوتر المپیاد دومین و سͬ دوم مرحله ی

لوله ۱۷ با لوله گذاری از نمونه ͷی

B

A

۶۸ (۵ ۷۶ (۴ ۴۶ (۳ ۴۲ (۲ ۵۸ (۱

است. درست ۲ گزینه ی پاسخ:

از لوله، تعدادی گذاشتن با بتوان که ͬ کنیم م تعریف حالاتͬ تعداد را f مقدار جدول، از X خانه ی هر برای
راست ضلع به (X خانه ی (در لوله آخرین و باشد کمینه لوله ها تعداد که طوری رسید X خانه ی به A خانه ی
پایین چپ سمت خانه ی و B چپ سمت  خانه ی در f مقدار جمع برابر سوال جواب پس شود. متصل X خانه  ی
بالای سمت از یا قبلͬ لوله ی که کنیم محاسبه نکته این به توجه با ͬ توانیم م هم را خانه هر f مقدار است. B
پایین چپ خانه های f مقدار جمع برابر خانه ͷی f مقدار نتیجه، در خانه. آن پایین سمت از یا و ͬ آید م خانه آن
کنیم. محاسبه راست به چپ از ترتیب به را جدول خانه های f مقادیر ͬ توانیم م پس است. خانه آن بالاچپ و

بود. خواهد ۲۱+ ۲۱ = ۴۲ برابر جواب زیر، شͺل مطابق نتیجه، در
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□

افراد شماره ی که دارد کارت دو نفر هر ͬ کنند. م بازی هم با و نشسته اند دایره دور ۳ و ۲ ،۱ شماره های با نفر سه ۳
از خود، نوبت در نفر هر ͬ شود. م شروع ۱ شماره ی با فرد از بازی است. شده نوشته آن ها روی خودش جز به دیͽر
انتخاب یͺسان) احتمال (با تصادفͬ به صورت را کارت ͷی دارد، اختیار در حاضر حال در که کارت هایی میان
بازی ͬ اندازد. م دور را کارت آن و ͬ دهد م است آمده منتخب کارت روی شماره اش که فردی به را نوبت و ͬ کند م
کل تعداد ریاضͬ امید بازی، پایان از پس باشد. نداشته کارتͬ هیچ است، نوبتش که فردی که ͬ یابد م پایان زمانͬ

است؟ چه قدر شده انداخته دور کارت های

۴ (۵ ۱۱
۲ (۴ ۶ (۳ ۵ (۲ ۹

۲ (۱

است. درست ۴ گزینه ی پاسخ:

۲۱۴۰۱ بهار
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کشور کامپیوتر المپیاد دومین و سͬ دوم مرحله ی

(در متفاوتͬ رأس دو هر میان ابتدا، در که گرفت نظر در رأسͬ ۳ جهت دار گراف ͷی صورت به ͬ توان م را بازی
خروجͬ یال های از ͬͺی نوبت، هر در و ͬ شود م شروع ۱ شماره ی رأس از بازی و دارد وجود یال جهت) دو هر
مشاهده ͬ توان م راحتͬ به ͬ رسد. م رأس آن به نوبت و شده انتخاب تصادف به نشده) انتخاب قبلا́ (که فعلͬ رأس
۶ یا ۴ گذر این یال های تعداد و ͬ شود م منتهͬ ۱ شماره ی رأس به که است بسته گذر ͷی شده طͬ مسیر که کرد
برابر باشد یالͬ ۴ گذر که این احتمال کنیم. محاسبه را باشد یالͬ ۴ گذر که این احتمال است کافͬ پس است.
است برابر ریاضͬ امید پس بازگردیم. اولیه رأس به باید حتماً سوم و اول یال کردن طͬ از پس چون است ۱

۲ ×
۱
۲

با
۱
۴
× ۴+

۳
۴
× ۶ =

۱۱
۲
.

□

تعدادی ͬ خواهیم م داریم. ۸ × ۸ جدول ͷی ͬ شود. م فروخته شͺل به ͬ هایی کاش جلال، آقا مغازه ی در ۴
اگر است معتبر ͬ کاری کاش ͷی باشد. معتبر ͬ کاری کاش که دهیم قرار جدول در طوری را آن ها و بخریم کاشͬ

باشد: داشته را زیر شرایط همه ی

باشند. نداشته هم پوشانͬ ͬ ای کاش دو هیچ •

باشند. شده ͬ کاری کاش حتماً جدول بالا-راست و پایین-چپ خانه های •

در کرد، شروع جدول پایین-چپ خانه ی از بتوان جدول، شده ی ͬ کاری کاش خانه های روی حرکت با تنها •
رسید. جدول بالا-راست خانه ی به انتها در و رفت، ضلعͬ مجاور خانه ی ͷی به مرحله هر

باشد. کمینه ͬ خریم م که ͬ هایی کاش تعداد ͬ خواهیم م جلال، آقا مغازه ی ͬ های کاش بالای قیمت به توجه با
است ذکر به لازم کرد؟ ͬ کاری کاش ممͺن کاشͬ تعداد کم ترین با و معتبر صورت به را جدول ͬ توان م طریق چند به
حالت دو این از ͬͺی در فقط که باشد داشته وجود جدول از خانه ͷی اگر تنها و اگر متفاوتند ͬ کاری کاش دو که
تعداد که کنید توجه است. شده داده نمایش معتبر ͬ کاری کاش نمونه ͷی زیر، شͺل در باشد. شده ͬ کاری کاش

نیست. کمینه لزوماً نمونه این در ͬ ها کاش

۳۱۴۰۱ بهار
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کشور کامپیوتر المپیاد دومین و سͬ دوم مرحله ی

۱۹۲ (۵ ۹۶ (۴ ۱۲۸ (۳ ۲۵۶ (۲ ۲۲۴ (۱

است. درست ۵ گزینه ی پاسخ:

ͬ کاری کاش باید خانه ۱۵ حداقل پس ͬ شود؛ م خانه ۱۵ حداقل شامل بالا-راست به پایین-چپ خانه ی از مسیری هر
ͬ دانیم م سوال صورت در شده داده نشان مثال طبق هم چنین بشود. خریداری باید کاشͬ ۵ حداقل و باشند شده

دارد. وجود کاشͬ ۵ با معتبری ͬ کاری کاش
خانه ۱۵ این شده اند، ͬ کاری کاش خانه ۱۵ و شده استفاده کاشͬ ۵ معتبر، ͬ کاری کاش ͷی در که کردیم ثابت چون
بین مسیر ͷی انتخاب با و باشند بالا-راست به پایین-چپ خانه ی از کاشͬ ۱۵ با مسیر ͷی شͺل به دقیقاً باید
چنین کردن طͬ با ͬ شود. م مشخص یͺتا صورت به وجود صورت در آن بر منطبق ͬ کاری کاش خانه، دو این

ͬ کنیم. م حرکت راست سمت به بار ۷ و بالا سمت به بار ۷ ما مسیری،

قرار یا شͺل دو از ͬͺی به ͬ ها کاش از ͷی هر کمینه، معتبر ͬ کاری کاش ͷی در که داد نشان ͬ توان م
پوشانده کاشͬ با خانه ۳ حداکثر ،۸× ۸ جدول این از ۲× ۲ مربع هر از که داد نشان ͬ توان م هم چنین گرفته اند.
تعداد (که شͺست مستقل زیرمسئله ی دو به را کمینه معتبر ͬ کاری های کاش حالات فضای ͬ توان م پس ͬ شوند. م

ͬ شوند): م ضرب هم در حالاتشان

(به  جای ۲× ۲ کاشͬ ۵ با ۸× ۸ جدول بالا-راست و پایین-چپ خانه های کردن متصل اول: زیرمسئله ی •
L-شͺل). ͬ های کاش

L-شͺل. ͬ های کاش با ۲× ۲ ͬ های کردن کاش جایͽزین دوم: زیرمسئله ی •

ͬ دهد. م نشان زیرمسئله  دو این در را سوال صورت مثال با متناظر حالت زیر شͺل

و پایین-چپ خانه های اتصال حالت هر که ͬ کنیم م استفاده ایده این از اول، زیرمسئله ی حالات شمارش برای
بالا-راست و پایین-چپ خانه های اتصال حالت ͷی با است متناظر ۲× ۲ کاشͬ ۵ با ۸× ۸ جدول بالا-راست
ͬ ها کاش مسیر که شود توجه نکته این به است کافͬ تناظر، این برای .۱ × ۱ کاشͬ ۵ با ۳ × ۳ جدول ͷی
این حرکت ها همین روی از ͬ توان م پس ͬ کند. م حرکت بالا به بار ۲ و راست به بار ۲ متناظر) حالت دو هر (در

۴۱۴۰۱ بهار
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کشور کامپیوتر المپیاد دومین و سͬ دوم مرحله ی

تعداد ͬ دهد. م نشان ۳×۳ جدول در را بالا مثال با متناظر حالت زیر شͺل کرد. متناظر را حالت ها مجموعه ی دو
.
(۴
۲

)
با است برابر هم ۱× ۱ کاشͬ ۵ با ۳× ۳ جدول ͷی بالا-راست و پایین-چپ خانه های اتصال حالات

به ͬ توان م را ۲ × ۲ کاشͬ هر که شود توجه نکته این به است کافͬ نیز دوم زیرمسئله ی حالات شمارش برای
.۲۵ با است برابر دوم زیرمسئله ی حالات تعداد پس کرد. جایͽزین L-شͺل ͬ های کاش با روش دو

□ .
(۴
۲

)
× ۲۵ = ۱۹۲ با است برابر نهایی جواب زیرمسئله، دو استقلال به توجه با

فضا در «۳, ۱, ۵, ۲, ۳, ۵, ۸, ۲, ۳, ۲, ۸, ۴, ۵» اندازه های با ترتیب به و ردیف ͷی در سیاه چاله ها  از دنباله ای ۵
اندازه ی مجموع با برابر اندازه ای با جدید سیاه چاله ی ͷی سیاه چاله، تعدادی ادغام با ͬ دانیم م گرفته اند. قرار
با و کنیم انتخاب را سیاه چاله چند یا ͷی از متوالͬ بازه ی ͷی ͬ خواهیم م حال ͬ آید. م دست به اولیه سیاه چاله های
سیاه چاله های از ͬͺی اندازه ی از سیاه چاله مان اندازه ی که جایی تا سپس بسازیم؛ بزرگ سیاه چاله ی ͷی ادغامشان
بازه ی چند کنیم. بزرگ تر همسایه، سیاه چاله ی با ادغام با را آن است، مساوی یا بزرگ تر چپ) یا (راست همسایه
فرایند این با ͬ توان م اولیه، ادغام برای انتخاب صورت در که دارد وجود سیاه چاله ها دنباله ی از متمایز متوالͬ

کرد؟ ادغام هم با را سیاه چاله ها همه ی

۷۶ (۵ ۸۲ (۴ ۷۸ (۳ ۸۴ (۲ ۸۰ (۱

است. درست ۱ گزینه ی پاسخ:

اندازه ی باشد، سیاه چاله بزرگ ترین اندازه ی با برابر اندازه اش که شود سیاه چاله ای شامل اولیه متوالͬ بازه ی اگر
با نوبت به را آن ͬ توان م بنابراین ͬ شود. م دیͽر سیاه چاله های همه ی اندازه ی مساوی یا بزرگ تر ادغامͬ سیاه چاله ی
بازه ی ۶۱ سوال، این در باشند. شده ادغام هم با سیاه چاله ها همه ی که جایی تا کرد ادغام همسایه سیاه چاله های
بازه ی کنید فرض حالا ͬ شوند. م سیاه چاله) بزرگ ترین (اندازه ی ۸ اندازه ی با سیاه چاله ای شامل که هستند متوالͬ
محصور بازه ها ی از ͬͺی داخل بازه، این صورت، این در نباشد. بیشینه اندازه ی با سیاه چاله ای شامل اولیه متوالͬ
راست و چپ از اما  نیست بیشینه اندازه ی با سیاه چاله ای شامل که است متوالͬ بازه ی ͷی محصور بازه ی دارد. قرار
شود، ادغام همه با بخواهد اولیه بازه ی اگر ͬ شود. م محدود دنباله پایان یا بیشینه اندازه ی با سیاه چاله ی ͷی به
چپ سیاه چاله های اندازه ی با مساوی یا کوچͷ تر محصور بازه ی داخل سیاه چاله های اندازه ی که این به توجه با
بنابراین شود. ادغام دارد، قرار داخلش که محصوری بازه ی کل با ابتدا ͬ تواند م است، محصور بازه ی راست و
و شود ادغام دارد قرار داخلش که محصوری بازه ی کل با بتواند که شود ادغام همه با ͬ تواند م صورتͬ در فقط
بیشینه اندازه ی با سیاه چاله های اندازه ی به حداقل محصور بازه ی داخل سیاه چاله های اندازه ی مجموع هم چنین
سیاه چاله هایشان اندازه ی مجموع که محصوری بازه های برای بازگشتͬ صورت به را مسئله ͬ توانیم م بنابراین باشد.
در بیافزاییم. اصلͬ مسئله ی جواب به را جوابشان و کنیم حل است سیاه چاله بزرگ ترین اندازه ی مقدار به حداقل
برایشان مسئله بازگشتͬ حل با و دارند خاصیتͬ چنین «۴, ۵» و «۳, ۱, ۵, ۲, ۳, ۵» محصور بازه  های سوال، این

۵۱۴۰۱ بهار
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کشور کامپیوتر المپیاد دومین و سͬ دوم مرحله ی

است. ۶۱ + ۱۷ + ۲ = ۸۰ با برابر اصلͬ مسئله ای جواب بنابراین ͬ رسیم. م ۲ و ۱۷ جواب های به ترتیب به
□

مرحله، هر در که است صورت این به پالایش فرایند کند. «پالایش» را آن ͬ خواهد م که دارد رقمͬ ۹ عدد ͷی ͷج ۶
سپس باشند. یͺسان بازه هر در ارقام که طوری ͬ شوند م تقسیم متوالͬ بازه ی تعداد کم ترین به فعلͬ عدد ارقام
آن ها طول راست، به چپ از ترتیب به بازه ها این از ͷی هر ازای به فعلͬ)، عدد (جایͽزین جدید عدد ایجاد برای
۱۲۱۱۴ عدد به پالایش مرحله ͷی از بعد ۱۲۲۳۱۸۸۸۸ عدد مثال، برای ͬ شود. م نوشته بازه) هر در ارقام (تعداد
نهایی رقمͬ ͷی عدد ͬ دهد. م ادامه برسد رقمͬ ͷی عدد ͷی به که وقتͬ تا را پالایش فرایند ͷج ͬ شود. م تبدیل
که ͬ کنید م مشاهده را ۱۲۲۳۱۸۸۸۸ عدد پالایش فرایند زیر، مثال در باشد؟ داشته ͬ تواند م مختلف حالت چند

ͬ شود. م ختم ۲ عدد به

۱۲۲۳۱۸۸۸۸ → ۱۲۱۱۴ → ۱۱۲۱ → ۲۱۱ → ۱۲ → ۱۱ → ۲

۶ (۵ ۴ (۴ ۵ (۳ ۷ (۲ ۸ (۱

است. درست ۵ گزینه ی پاسخ:

پالایش بار ͷی از پس و ͬ یابد نم افزایش پالایش از بعد عدد ͷی ارقام جمع که است این دارد وجود که نکته ای
ͬ دانیم م حال ͬ شود. نم بیش تر ۹ از ارقام جمع پالایشͬ هر از بعد که گفت ͬ توان م پس ͬ شود. م ۹ ارقام جمع
به یا ۹ به یا پالایش مرحله ͷی (با کنیم پالایش مرحله ۲ حداقل باید برسیم ۹ غیر رقمͬ ͷی عدد به بخواهیم اگر

ͬ رسیم). م ͷی از بیش تر ارقام تعداد با عدد ͷی
حتماً پالایش آخرین در آنگاه برسیم، ۷ عدد به اگر رسید. ͬ توان نم ۷ رقم به بͽوییم ͬ خواهیم م بالا نتایج به توجه با
عدد آخرین نیست. امͺان پذیر که ͬ دهند م ۹ از بیش تر ارقام جمع دیͽر حالت های داشته ایم. را ۱۱۱۱۱۱۱ عدد
در که گفت ͬ توان م باشند. متفاوت مجاورها که طوری به باشد داشته رقم ۷ حداقل باید ،۱۱۱۱۱۱۱ از قبل ͷج
گفتیم چون نیست ممͺن این که ͬ شود م ۱۰ حداقل باشند) ͬ توانند نم هم صفر (که رقم ۷ آن جمع صورت، این

ͬ شود. نم بیش تر ۹ از پالایش از بعد ارقام جمع
رسید. ͬ توان نم هم ۸ عدد به که گفت ͬ توان م مشابه استدلال با

این با که داشته ایم رقمͬ ͷی عددی نیز پالایش آخرین از قبل صورت، این در چون رسید ͬ توان نم نیز ۱ رقم به
صورت به ͬ توان م را ۰ از بیش تر رقمͬ ͷی عددهای بقیه ی ͬ شد. م متوقف مرحله همان در پالایش فرایند شرایط،

ساخت: زیر

• ۱۱۱۱۲۲۲۲۲ → ۴۵ → ۱۱ → ۲
• ۱۱۲۲۲۳۳۳۳ → ۲۳۴ → ۱۱۱ → ۳
• ۱۲۲۲۳۳۴۴۴ → ۱۳۲۳ → ۱۱۱۱ → ۴
• ۱۲۲۲۳۴۴۴۵ → ۱۳۱۳۱ → ۱۱۱۱۱ → ۵
• ۱۲۲۳۴۴۵۶۶ → ۱۲۱۲۱۲ → ۱۱۱۱۱۱ → ۶
• ۱۱۱۱۱۱۱۱۱ → ۹

□ است. ۶ برابر جواب پس

۶۱۴۰۱ بهار
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کشور کامپیوتر المپیاد دومین و سͬ دوم مرحله ی

رسید. دیͽر رأس هر به یال ۵ حداکثر ط̞ͬ با آن رأس هر از ͬ توان م که داریم رأسͬ ۱۱ همبند و ساده گراف ͷی ۷

است. لازم یال ۵ حداقل کردن طͬ دیͽری به ͬͺی از رسیدن برای که دارند وجود گراف این در رأس دو طرفͬ از
دارد؟ یال چند حداکثر گراف این

۳۰ (۵ ۲۶ (۴ ۲۵ (۳ ۲۰ (۲ ۳۲ (۱

است. درست ۵ گزینه ی پاسخ:

u میان مسیر کوتاه ترین ͬ نامیم. م v و u را دو آن بͽیرید. نظر در را است یال ۵ آن ها میان فاصله ی که رأسͬ دو
داشته ͬ توانیم نم دیͽری یال مسیر، یال های جز رأس، ۶ این میان است. (v و u خود (شامل رأس ۶ شامل v و
یال ۳ حداکثر هم مسیر خارج رأس ۵ از ͷی هر ͬ شود. م کم تر ۵ از v و u بین مسیر کوتاه ترین طول وگرنه باشیم
رأس های میان طرفͬ، از ͬ شود. م ۵ از کم تر v و u بین مسیر کوتاه ترین طول مجدداً وگرنه دارند مسیر رأس های به
است. ۵+ ۵× ۳+

(۵
۲

)
= ۳۰ گراف این یال های تعداد حداکثر پس داریم. یال

(۵
۲

)
حداکثر هم مسیر از خارج

خارج رأس ۵ بͽیرید. نظر در را رأسͬ ۶ مسیر ͷی دارد. وجود یال ۳۰ تعداد و مطلوب شرایط با هم گرافͬ ضمناً
نیز مسیر ابتدای رأس ۳ به را آن ها از ͷی هر هم چنین ͬ کنیم. م متصل یال ۱۰ با یͺدیͽر به دو به دو را مسیر از

دارد. هم را مسئله مطلوب شرایط و است ۳۰ گراف این یال های تعداد ͬ کنیم. م متصل
□

آن خانه ی هر در و شده اند شماره گذاری ۱۰ تا ۱ از آن ستون های و سطرها که دارد ۱۰×۱۰ جدول ͷی کلاه قرمزی ۸
تیله، هر ازای به او است. کرده  پیدا را جدول این دارد، تیله ۸ که دور فامیل بچه ی دارد. وجود سوراخ ͷی دقیقاً
ͬ اندازد م خانه آن سوراخ در را تیله و ͬ کند م انتخاب یͺسان احتمال با تصادفͬ صورت به را جدول خانه های از ͬͺی
تقاطع خانه ی سوراخ در واقع تیله های تعداد اگر حال بͽیرد). قرار تیله چندین خانه، ͷی سوراخ در دارد (امͺان

ͬ شود: م محاسبه زیر فرمول با جدول زیبایی دهیم، نمایش ci,j با را jاُم ستون و iاُم سطر

۱۰∑
i=۱

۱۰∑
j=۱

i× j × (ci,j)
۲

است؟ چه قدر تیله ۸ انداختن از پس جدول زیبایی ریاضͬ امید

۲۵۰۴۷
۱۰۰ (۵ ۱۹۳۶ (۴ ۱۶۷۶۷

۱۰۰ (۳ ۱۲۹۴۷
۵۰ (۲ ۸۶۶۷

۵۰ (۱

است. درست ۲ گزینه ی پاسخ:

ͬ کنیم. م استفاده شده، خواسته ریاضͬ امید بازنویسͬ برای رابطه این از .(ci,j)۲ = ۲
(
ci,j
۲

)
+ ci,j ͬ دانیم م

E

[
۱۰∑
i=۱

۱۰∑
j=۱

i× j × (ci,j)
۲

]
= E

[
۱۰∑
i=۱

۱۰∑
j=۱

i× j × ci,j

]
+ ۲× E

[
۱۰∑
i=۱

۱۰∑
j=۱

i× j ×
(
ci,j
۲

)]

ͬ نویسیم. م زیر صورت به را بالا عبارت و ͬ کنیم م استفاده ریاضͬ امید خواص از

۱۰∑
i=۱

۱۰∑
j=۱

i× j × E [ci,j] + ۲×
۱۰∑
i=۱

۱۰∑
j=۱

i× j × E
[(

ci,j
۲

)]

۷۱۴۰۱ بهار
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مرحله ی دوم سͬ و دومین المپیاد کامپیوتر کشور

(i, j) خانه ی در ۱
۱۰۰ احتمال به توپ هر کنیم. محاسبه را E [ci,j] است کافͬ تنها اول جمله ی محاسبه ی برای

.E [ci,j] = ۸× ۱
۱۰۰ = ۸

۱۰۰ داشت خواهیم داریم، توپ ۸ چون پس ͬ گیرد. م قرار
ͬ شود: م اول جمله ی نهایی مقدار بنابراین

۱۰∑
i=۱

۱۰∑
j=۱

i× j × ۸
۱۰۰

=
۱۰∑
i=۱

i×
۱۰∑
j=۱

j × ۸
۱۰۰

= ۲۴۲

تعداد ریاضͬ امید واقع در عبارت این بیاوریم. دست به را E
[(

ci,j
۲

)]
است لازم دوم جمله ی محاسبه ی برای

در ۱
۱۰۰ ×

۱
۱۰۰ = ۱۰−۴ احتمال به توپ ها از جفت ͷی گرفته اند. قرار (i, j) خانه ی در که است توپ هایی جفت

.E
[(

ci,j
۲

)]
=

(۸
۲

)
×۱۰−۴ = ۲۸

۱۰۴ داشت خواهیم داریم، توپ جفت
(۸
۲

)
چون پس ͬ گیرند. م قرار (i, j) خانه ی

ͬ شود: م دوم جمله ی نهایی مقدار بنابراین

۲×
۱۰∑
i=۱

۱۰∑
j=۱

i× j × ۲۸
۱۰۴

= ۲×
۱۰∑
i=۱

i×
۱۰∑
j=۱

j × ۲۸
۱۰۴

=
۸۴۷
۵۰

با: است برابر نهایی پاسخ لذا

۲۴۲+
۸۴۷
۵۰

=
۱۲۹۴۷
۵۰

□

رقم̧ ۶ و صفر رقم̧ ۲۰ با ۲۶ طول به دودویی رشته ی ͷی با متناظر آن رأس هر که داریم رأسͬ
(۲۶
۶

)
گراف ͷی ۹

با متناظر رشته ی اگر تنها و اگر ͬ گذاریم م جهت) (بدون یال متفاوت، رأس دو بین گراف، این در است. ͷی
روی دوری شیفت عملیات باشد. دیͽر رأس با متناظر رشته ی به تبدیل قابل دوری»، «شیفت ͷی با آن ها از ͬͺی
جایͽاه چپ ترین در را آن و حذف، را رشته رقم راست ترین که ͬ کنیم م تعریف این گونه را دودویی رشته ی ͷی
تعداد ͬ دهد. م نتیجه را ۱۱۰۰۰۱۰ رشته ی ،۱۰۰۰۱۰۱ رشته ی دوری شیفت مثال، برای ͬ کنیم. م اضافه رشته

بشمارید. را گراف این همبندی مؤلفه های

۸۸۶۶ (۵ ۸۸۹۹ (۴ ۸۸۸۸ (۳ ۸۸۷۷ (۲ ۸۸۵۵ (۱

است. درست ۵ گزینه ی پاسخ:

عدد ۶ به را ۲۰ عدد ͬ خواهیم م کنیم، حساب را ۱ دو هر بین های ۰ تعداد و کنیم نگاه دایره روی را رشته ها اگر
ͬ شوند. نم تبدیل هم به دوری شیفت با که کنیم حساب را افرازهایی تعداد و کنیم افراز نامنفͬ صحیح مرتب

بͽیرید: نظر در را ممͺن افراز های همه ی

وجود ما مسئله ی در افرازهایی چنین ͬ شوند. م تبدیل خودشان به دوری شیفت ۱ با افراز ها این از بعضͬ •
نیست. بخش پذیر ۶ بر ۲۰ چون ندارند،

ما مسئله ی در افرازهایی چنین ͬ شوند. م تبدیل خودشان به دوری شیفت بار ۲ با افراز ها این از بعضͬ •
نیست. بخش پذیر ۳ بر ۲۰ چون ندارند، وجود

ͬ شوند. م تبدیل خودشان به دوری شیفت بار ۳ با افراز ها این از بعضͬ •

ͬ کنند. م ایجاد متمایزی افرازهای دوری شان شیفت های همه ی که هستند گونه ای به افرازها بقیه ی •

۸ بهار ۱۴۰۱
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کشور کامپیوتر المپیاد دومین و سͬ دوم مرحله ی

زیر: معادلات دستگاه جواب های تعداد با است برابر سوم دسته ی افراز های تعداد
x۱ + x۲ + x۳ + x۴ + x۵ + x۶ = ۲۰

x۱ = x۴

x۲ = x۵

x۳ = x۶

.
(۱۲
۲

)
ͬ شود م که y۱ + y۲ + y۳ = ۱۰ معادله ی جواب های تعداد با است برابر نیز مقدار این که

x۱+x۲+x۳+x۴+x۵+x۶ = ۲۰ معادله ی جواب های تعداد با است برابر هم چهارم دسته ی افراز های تعداد
.
(۲۵
۵

)
−

(۱۲
۲

)
ͬ شود م که بالا) دستگاه (جواب های سوم دسته ی افراز های از غیر به

هر و ͬ شوند م متناظر همبندی) مؤلفه ی ͷی (و دوری افراز حالت ͷی به سوم دسته ی افراز های از جواب ۳ هر
با: است برابر سوال جواب پس متناظرند. دوری افراز حالت ͷی با هم چهارم دسته ی افراز های از جواب ۶(۱۲

۲

)
۳

+

(۲۵
۵

)
−

(۱۲
۲

)
۶

=

(۲۵
۵

)
+
(۱۲
۲

)
۶

= ۸۸۶۶

□

۳۰ حداکثر جایͽشت، در متوالͬ عدد دو هر ضرب حاصل اگر ͬ گوییم م ملایم ۱۰ تا ۱ اعداد از جایͽشت ͷی به ۱۰
داریم؟ ۱۰ تا ۱ اعداد از ملایم جایͽشتِ چند شود.

۱۴۴ (۵ ۵۷۶ (۴ ۳۴۵۶ (۳ ۲۸۸۰ (۲ ۱۷۲۸ (۱

است. درست ۴ گزینه ی پاسخ:

ͬ شوند م ساخته ملایم جایͽشت های فقط روش این با که ͬ کنیم م ادعا و ͬ دهیم م ارائه جایͽشت ساخت برای روشͬ
متفاوت ملایم جایͽشت های تعداد بنابراین ͬ شود. م ساخته شیوه ͷی به دقیقاً هم متفاوت ملایم جایͽشت هر و
دنباله ͷی روش، این در بود. خواهد برابر روش این از استفاده با جایͽشت ساخت مختلف شیوه های تعداد با
۱ اعداد از ͬͺی ͬ آید، م ادامه در که قاعده ای طبق مرحله، هر در و است خالͬ ابتدا در که داریم S نام به اعداد از
اعداد و شده اضافه عدد ضرب حاصل که طوری ͬ کنیم م اضافه S از جایی به نشده اضافه S به تاکنون که را ۱۰ تا

نشود. بیش تر ۳۰ از S در مجاورش
ͬ کنیم: م انتخاب قاعده این با شود اضافه S به است قرار که را عددی مرحله، هر در

ͬ کنیم. م انتخاب را عدد همان بود، نشده) اضافه S (به مانده باقͬ عدد ͷی اگر •

برای را بزرگ تر عدد بود، بیش تر ۳۰ از ͬ مانده باق اعداد بزرگ ترین و کوچͷ ترین حاصل ضرب اگر •
ͬ کنیم. م انتخاب S به کردن اضافه

را کوچͷ تر عدد بود، ۳۰ با مساوی یا کم تر ͬ مانده باق اعداد بزرگ ترین و کوچͷ ترین حاصل ضرب اگر •
ͬ کنیم. م انتخاب S به کردن اضافه برای

از پسوند ͷی و پیشوند ͷی جدید، عدد انتخاب از پیش و مرحله هر در همواره روش، این طبق که کنید توجه
تاکنون که پسوند و پیشوند این اعداد ادامه، در شده اند. اضافه S به و انتخاب ۱۰ تا ۱ طبیعͬ اعداد دنباله ی
ͬ دهیم. م نمایش B و W با ترتیب به را تعدادشان و ͬ نامیم م سیاه اعداد و سفید اعداد ترتیب، به را شده اند اضافه
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کشور کامپیوتر المپیاد دومین و سͬ دوم مرحله ی

(S در قرارگیری شان مͺان از (مستقل اعداد شدن اضافه و انتخاب ترتیب قاعده، این طبق که کنید توجه هم چنین
ͬ نامیم. م O را ترتیب این ͬ شود. م مشخص یͺتا صورت به

ͬ کنیم: م عمل چنین ͬ نامیم، م x را آن که شده، انتخاب عدد شدن اضافه مͺان انتخاب برای حال
،S به شدن اضافه زمان در سفید اعداد از کدام هر که چرا بͽیرد؛ قرار سفید اعداد تمام کنار ͬ تواند م x عدد
عدد هیچ کنار ͬ تواند نم x عدد هم چنین است. شده ۳۰ حداکثر ،x با مساوی یا بزرگ تر عددی با حاصل ضربشان
یا کوچͷ تر عددی با حاصل ضربشان ،S به شدن اضافه هنگام سیاه اعداد از کدام هر که چرا بͽیرد؛ قرار سیاهͬ
ͬ توانند نم نیز بزرگ ترند x از ͬͽهم که سیاه اعداد استدلال، همین بر بنا است. شده بیش تر ۳۰ از ،x با مساوی

باشند. هم کنار S نهایی و فعلͬ شͺل در
جا W + B + ۱ است: محاسبه قابل شͺل این به شود، اضافه S به ͬ تواند م x عدد که جاهایی تعداد بنابراین،
کنید (دقت است مجاور آن ها از به خصوص جای دو با سیاه عدد هر که دارد وجود S به x کردنِ اضافه برای
با است برابر x کردن اضافه برای ممͺن مͺان های تعداد بنابراین نیستند). مجاور سیاهͬ عدد دو هیچ که

.W +B + ۱− ۲B = W −B + ۱
طͬ در W و B ،x مقادیر و مرحله ۱۰ این (جزئیات ͬ شوند م اضافه S به اعداد همه ی مرحله، ۱۰ از پس
که چرا است. ملایم حتماً که ͬ آید دست م به جایͽشت ͷی و است) موجود پاسخ انتهای جدول در مراحل، این
و O ثابت ترتیب به توجه با هم چنین، بماند. باقͬ ملایم S که کرده ایم اضافه جایی را جدید عدد مرحله، هر در

ͬ شود. م ساخته شیوه ͷی به حداکثر ملایم جایͽشت هر ،S به اعداد شدن اضافه شیوه ی
موضوع، این اثبات برای ͬ شود. م ساخته بالا روش با P مثل ملایم جایͽشت هر که کنیم اثبات ͬ خواهیم م اکنون
کنیم، اضافه خالͬ دنباله ی ͷی به مرحله ۱۰ در O ترتیب به را P جایͽشت اعداد اگر که دهیم نشان است لازم
که کنید (دقت بسازد را دنباله این ͬ تواند م هم ما روش پس بود، خواهد ملایم همواره مرحله ۱۰ طͬ در دنباله آن
ͬ خواهیم م دارد). نگه ملایم را آن که شرطͬ به کنیم اضافه دنباله از جایی هر به را اعداد ͬ توانیم م روشمان، طبق
عدد ضرب حاصل ،O ترتیب طبق دنباله به P ملایم جایͽشت اعداد کردن اضافه از مرحله هر در که کنیم ثابت
۳۰ از ضربشان حاصل و باشد این از غیر کنید فرض ͬ شود. م ۳۰ حداکثر (y) مجاورش عدد و (x) شده اضافه
بͽیرد. قرار بینشان ادامه در هم دیͽری عدد باید است، ملایم جایͽشت ͷی P که این به توجه با باشد. شده بیش تر
اضافه بینشان ادامه در که عددی هر باشد، بوده ͬ مانده باق عدد کوچͷ  ترین x اگر نیست. O در عدد آخرین x پس
عددی هر باشد، بوده ͬ مانده باق عدد بزرگ ترین x اگر هم چنین، ͬ شود. م ۳۰ از بیش تر y با ضربش حاصل شود،
نهایی دنباله ی ندارد امͺان بنابراین ͬ شود. م ۳۰ از بیش تر x با ضربش حاصل شود، اضافه بینشان ادامه در که
یا کم تر مجاورش اعداد و x ضرب حاصل ͬ گیریم م نتیجه پس ͬ شود. م حاصل تناقض و شود ملایم جایͽشتͬ

ͬ شود. م ساخته شده گفته روش با P مثل ملایمͬ جایͽشت هر و بود خواهد ۳۰ با مساوی
بار، هر هم چنین ͬ آید. م دست به یͺتا صورت به ،S ساخت شیوه ی به توجه با O ترتیب گفتیم، که همان طور
و مرحله هر در x مقدار ترتیب،  این به است. W −B+۱ با برابر ،S به x کردنِ اضافه برای ممͺن جاهای تعداد
تعداد ضرب، اصل طبق بنابراین، بود. خواهد زیر جدول با مطابق S در آن کردن اضافه برای ممͺن جاهای تعداد
.۵۷۶ ͬ شود م که است ستون چپ ترین اعداد حاصل ضرب با برابر ملایم جایͽشت ساخت برای مختلف شیوه های
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کشور کامپیوتر المپیاد دومین و سͬ دوم مرحله ی

W −B + ۱ B W x مرحله

۱ ۰ ۰ ۱ ۱

۲ ۰ ۱ ۲ ۲

۳ ۰ ۲ ۳ ۳

۴ ۰ ۳ ۱۰ ۴

۳ ۱ ۳ ۹ ۵

۲ ۲ ۳ ۸ ۶

۱ ۳ ۳ ۴ ۷

۲ ۳ ۴ ۷ ۸

۱ ۴ ۴ ۵ ۹

۲ ۴ ۵ ۶ ۱۰

□

کدام، هر و دارند متمایز رنگ هایی لامپ ها که ͬ دانیم م هستند. لامپ n و کلید n با بازی مشغول پیشͬ و موشͬ
فشردن با و شده اند شماره گذاری n تا ۱ از نیز کلیدها هستند. روشن و خاموش وضعیت دو از ͬͺی در همواره
سیم کشͬ را کلیدها دل خواه طور به پیشͬ بازی، ابتدای در ͬ دهد. م وضعیت تغییر کلید آن به متصل لامپ ،ͷی هر
شده وصل لامپ ͷی به کلید چند است (ممͺن ͬ کند م متصل لامپ ͷی دقیقاً به را آن ها از کدام هر و کرده
انتخاب را کلیدها از تا دو درخواست، هر در است، بی اطلاع پیشͬ سیم کشͬ شیوه ی از که موشͬ سپس، باشند).
ͬ دهد. م فشار هم زمان را کلید دو آن موشͬ، از آب نبات ͷی گرفتن از پس پیشͬ ͬ کند. م مشخص پیشͬ برای و
لامپ ͷی به شده فشرده کلید دو اگر ولͬ ͬ دهد؛ م وضعیت تغییر آن به متصل لامپ کلیدی، هر شدن فشرده با
لامپی چه به کلید هر بداند که است این موشͬ هدف ͬ کند. نم تغییری هیچ لامپ ها وضعیت باشند، بوده متصل

است. شده متصل

دهید پاسخ زیر سوال ۲ به بالا توضیحات به توجه با

به حداقل موشͬ شده اند، متصل کلیدی به سیم کشͬ در لامپ ها همه ی که کند تضمین پیشͬ و باشد n = ۸ اگر ۱۱
برسد؟ هدفش به بتواند شرایطͬ هر تحت تا دارد نیاز آب نبات چند

۵ (۵ ۷ (۴ ۶ (۳ هیچ کدام (۲ ۴ (۱

است. درست ۵ گزینه ی پاسخ:

تایی ۳ دسته ی  دو پس کرد. مشخص پرسش دو با را آن ها اتصال وضعیت ͬ توان م دل خواه، لامپ ۳ برای ͬ دانیم م
از ͬͺی سپس ͬ شویم. م متوجه پرسش ۴ با را آن ها همه ی اتصال وضعیت و گرفته نظر در را لامپ ها از دل خواه

۱۱۱۴۰۱ بهار
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کشور کامپیوتر المپیاد دومین و سͬ دوم مرحله ی

ͬ شویم. م متوجه نیز را آن اتصال وضعیت و گرفته نظر در شده مشخص لامپ ͷی با نیز را ͬ مانده باق لامپ دو
ͬ شود. م مشخص یͺتا نیز آخر لامپ وضعیت

هر بین و ͬ گیریم م نظر در رأس ͷی لامپ، هر برای ͬ کنیم: م مدل گراف با را مسئله بودن، کمینه اثبات برای
ͷی حداکثر اولا˟ نهایی، وضعیت در که ͬ دانیم م ͬ گذاریم. م یال کرده ایم، مطرح درخواست ͷی در که لامپی دو
و لامپ ها بین سیم کشͬ صورت، این غیر در که چرا نداریم رأسͬ دو مؤلفه ی ثانیاً و داریم رأسͬ تک مؤلفه ی
برای نتیجه، در دارد. وجود مؤلفه ۳ حداکثر نهایی گراف در ،n = ۸ به توجه با پس بود. نخواهد یͺتا کلیدها
□ داریم. نیاز یال ۵ حداقل به ،۳ به همبندی مؤلفه های تعداد کاهش

ͬ تواند م مختلف سیم کشͬ چند ازای به باشد، داشته اختیار در آب نبات نامحدودی مقدار موشͬ و باشد n = ۵ اگر ۱۲
برسد؟ هدفش به

۰ (۵ ۳۱۲۰ (۴ ۳۱۲۵ (۳ ۲۸۰۰ (۲ ۲۸۲۰ (۱

است. درست ۱ گزینه ی پاسخ:

فهمید. را اتصالات همه ی وضعیت ͬ توان م باشند، وصل مختلف لامپ ۳ حداقل به کلیدها اگر ͬ دهیم م نشان
را کلید ها این از جفت دو درخواست، دو در اگر بͽیرید. نظر در را متصل اند مختلف لامپ ۳ به که کلیدی ۳ آن
دیͽری کلید هر اتصال وضعیت سپس متصل اند. لامپ ۳ کدام به کلید ۳ این که ͬ شویم م متوجه کنیم، انتخاب

شد. متوجه ͬ توان م کلید ۳ آن از ͬͺی همراه به کلید آن انتخاب و درخواست ͷی انجام با را
صورت به ͬ توان نم باشند، متصل مختلف لامپ دو به حداکثر کلید ها اگر که کرد ثابت ͬ توان م دیͽر، طرف از
زدن از پس باشند، متصل لامپ ͷی به کلیدها همه ی اگر که چرا داد. نظر اتصالات وضعیت مورد در قطعͬ
یͺسانͬ لامپ  به کلیدها همه ی بفهمیم ͬ توانیم م فقط و کرد نخواهد تغییر لامپی هیچ وضعیت کلید، جفت هر
صرفاً باشند، متصل لامپ دو دقیقاً به کلید ها اگر هم چنین ͬ شود. نم مشخص نظر مورد لامپ ولͬ هستند متصل
که این ولͬ دهیم تشخیص را است) متصل لامپ دو آن از ͬͺی به (که دسته هر کلیدهای و لامپ دو آن ͬ توانیم م

نیست. تشخیص قابل است، متصل لامپ کدام به دسته کدام
درگیر لامپ های تعداد روی نیز متمم حالت برای و ͬ کنیم م استفاده متمم اصل از جواب شمردن برای پس

ͬ کنیم. م حالت بندی

۵۵ −
[
۵+

(
۵
۲

)
× (۲۵ − ۲)

]
= ۲۸۲۰

□

طبیعͬ عدد ͷی ͷپوپ ابتدا که است صورت این به آن ها بازی هستند. بازی ͷی انجام مشغول پرستو و ͷپوپ
بزند. حدس را ͷپوپ عدد ͬ کند م سعͬ پرستو سپس .۱ ⩽ k ⩽ ۲۰ که شرط این با ͬ کند م انتخاب را k مانند
ͬ گوید م ͷپوپ به را n مانند طبیعͬ عدد ͷی پرستو پرسش، هر در کند. پرسش تعدادی ͷپوپ از ͬ تواند م پرستو
ͷپوپ توسط شده انتخاب عدد کردن پیدا پرستو هدف ͬ گوید. م پرستو به را k بر n تقسیم ͬ مانده ی باق ͷپوپ و

است.
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دهید پاسخ زیر سوال ۲ به بالا توضیحات به توجه با

است؟ چند بزند، حدس درستͬ به را ͷپوپ عدد حالت، هر در بتواند پرستو که پرسشͬ تعداد کم ترین ۱۳

۲ (۵ ۱ (۴ ۴ (۳ ۳ (۲ ۵ (۱

است. درست ۴ گزینه ی پاسخ:

جواب اگر و بͽوید را ۲۰! − ۱ عدد ͬ تواند م او کند. پیدا را ͷپوپ عدد پرسش ۱ با ͬ تواند م همواره پرستو
۲۰ تا ۱ اعداد تمامͬ به ۲۰! عدد ͬ دانیم م بود. خواهد x+ ۱ ͷپوپ توسط شده انتخاب عدد بود، x عدد ͷپوپ
□ شد. خواهد k − ۱ برابر k بر ۲۰!− ۱ ͬ مانده ی باق باشد، k ͷپوپ عدد اگر پس است. بخش پذیر

بتواند پرستو که پرسشͬ تعداد کم ترین ،(۱ ⩽ n ⩽ ۲۰) باشند ۲۰ حداکثر بپرسد، ͬ تواند م پرستو که اعدادی اگر ۱۴
است؟ چند بزند، حدس درستͬ به را ͷپوپ عدد حالت، هر در

۳ (۵ ۲ (۴ ۴ (۳ ۵ (۲ ۱ (۱

است. درست ۴ گزینه ی پاسخ:

دارد. نیاز پرسش ۲ حداقل پرستو ͬ کنیم م اثبات ابتدا کند. پیدا را ͷپوپ عدد پرسش ۲ با ͬ تواند م همواره پرستو
باشد، k > ۱ اگر صورت این در باشد، x = ۱ اگر است. x عدد ͬ پرسد م پرستو که عددی اولین ͬ کنیم م فرض
x > ۱ که صورتͬ در بفهمد. را ͷپوپ عدد پرسش این با تنها ͬ تواند نم پرستو لذا است. ۱ همواره ͷپوپ پاسخ
۰ ͷپوپ عدد به پرستو عدد ͬ مانده ی باق حالت، دو هر در باشد، ۱ یا x کرده انتخاب ͷپوپ که عددی اگر باشد،
برای روشͬ حال دهد. تشخیص اطمینان با را ͷپوپ عدد پرسش ۱ با همواره ͬ تواند نم پرستو پس بود. خواهد
k کرده انتخاب ͷپوپ که عددی ͬ کنیم م فرض کند. پیدا را ͷپوپ عدد پرسش ۲ با بتواند تا ͬ دهیم م ارائه پرستو
۲۰− x− ۱ عدد بعدی، پرسش در باشد، x ما به ͷپوپ جواب اگر و ͬ پرسیم م را ۲۰ عدد اول، گام در است.
این علت بود. خواهد y + ۱ ͷپوپ توسط شده انتخاب عدد باشد، y عدد دوم پرسش جواب اگر ͬ پرسیم. م را
ͬ مانده ی باق لذا است. پذیر بخش k بر ۲۰ − x عدد پس است. x برابر k بر ۲۰ ͬ مانده ی باق ͬ دانیم م که است

بود. خواهد k − ۱ برابر k بر ۲۰− x− ۱
□

وجود خاکͬ جاده ی آن ها جفت های بعضͬ بین که دارد وجود ۱۳ تا ۱ شماره های با شهر ۱۳ سلطان، کشور در
ͬ دانیم م هم چنین رفت. دیͽر شهر هر به خاکͬ جاده ی تعدادی کردن طͬ با ͬ توان م شهر هر از که ͬ دانیم م دارد.
کشورش خاکͬ جاده های از تعدادی ͬ خواهد م سلطان ندارد. وجود ͬ ای خاک جاده ی هیچ ۳ و ۲ ،۱ شهرهای بین
شده آسفالت جاده های از استفاده با تنها بتوان و شوند آسفالت جاده تعداد کم ترین که طوری کند آسفالت را
تعداد کمینه ی ͬ دانیم م اما ͬ دانیم نم را خاکͬ جاده های نقشه ی کنید فرض کرد. مسافرت ۳ و ۲ ،۱ شهرهای بین
حالت چند شده آسفالت جاده های نقشه ی ،k مقدار دانستن با است. k با برابر شوند آسفالت باید که جاده هایی

باشد؟ داشته ͬ تواند م متفاوت
شهر دو این بین نقشه، ͷی در که باشند شهر دو اگر ͬ گیریم م نظر در متفاوت را شده آسفالت جاده های نقشه ی دو

خیر. دیͽر نقشه ی در و باشد داشته وجود شده آسفالت جاده ی
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دهید پاسخ زیر سوال ۲ به بالا توضیحات به توجه با

آورید. دست به k = ۴ فرض با را سوال جواب ۱۵

۱۳۵ (۵ ۸۱۰ (۴ ۱۰۸۰ (۳ ۵۴۰ (۲ ۲۷۰ (۱

است. درست ۲ گزینه ی پاسخ:

و است درخت ما گراف وضوح به یال ها، تعداد بودن کمینه به توجه با ͬ کنیم. م بررسͬ گراف قالب در را مسئله
باشند. برگ ͬ توانند م ۳ و ۲ ،۱ رأس های تنها

شهرها شدن متصل برای ندارد، وجود ͬ ای خاک جاده ی هیچ ۳ و ۲ ،۱ شهرهای بین ͬ دانیم م که این به توجه با
به که باشند برگ ما رأس سه هر که است این حالت ͷی دارد. وجود حالت دو مسئله قسمت این در یͺدیͽر به
برگ ما رأس های از تا دو که است این هم دیͽر حالت داریم. نیاز برگ سه این کردن متصل برای دیͽر رأس دو

شود. ظاهر ۴ طول به مسیر ͷی میانه ی در دیͽر رأس و باشند

(
۳
۲

)
× ۱۰× ۹+

(
۳
۲

)
× ۱۰× ۹ = ۲۷۰

□

آورید. دست به k = ۱۲ فرض با را سوال جواب ۱۶

۱۳۲× ۱۰! (۵ ۵۵× ۱۰! (۴ ۸۲× ۱۰! (۳ ۸۵× ۱۰! (۲ ۸۸× ۱۰! (۱

است. درست ۳ گزینه ی پاسخ:

باشیم، داشته برگ سه اگر ͬ کنیم. م حالت بندی حاصل درخت برگ های تعداد روی قبل، قسمت مانند هم باز
ابتدا حالت، این در ͬ شوند. م منشعب آن از مسیر سه که دارد وجود گراف در مرکزی رأس ͷی که دریافت ͬ توان م

ͬ کنیم. م رأس ها بقیه ی چیدن به شروع ترتیب، به سپس و کرده انتخاب را رأس آن
مͺان سپس کرده، انتخاب را برگ ها ابتدا نیز حالت این در که ͬ شود م ایجاد ۱۲ طول به مسیری دیͽر،  حالت در

ͬ دهیم. م جایͽشت را رأس ها بقیه ی آن از پس و ͬ کنیم م دقیق را سوم رأس

۱۰× (۳× ۴× ...× ۱۱) +
(
۳
۲

)
× ۹× ۱۰! = ۱۰!× (۵۵+ ۲۷) = ۱۰!× ۸۲

□

کنند. بازی یͺدیͽر با ͬ خواهند م و نشسته اند دایره ͷی دور ساعت گرد ترتیب به ۲k تا ۱ شماره های با نفر ۲k
۱ شماره ی نفر دست در توپی ابتدا، در ͬ دهند. م تشͺیل را دوم تیم ۲k تا k + ۱ افراد و اول، تیم k تا ۱ افراد
ساعت گرد) ترتیب (در بعدی اش نفر t از ͬͺی به را آن دارد، دست در را توپ که فردی نوبت، هر در است.
مقادیر ازای به ͬ گوییم م ͬ شود. م برنده باشد، آن اعضای از ͬͺی دست در توپ نوبت، n از بعد که تیمͬ ͬ دهد. م

۱۴۱۴۰۱ بهار
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کشور کامپیوتر المپیاد دومین و سͬ دوم مرحله ی

مقابل، تیم بازی از شیوه ای هر برابر در بتوانند آن اعضای اگر دارد، بˀرد» «استراتژی تیم ͷی ،n و t ،k مشخص
شوند. بازی برنده ی حتماً که کنند بازی طوری

دهید پاسخ زیر سوال ۲ به بالا توضیحات به توجه با

دارد؟ برد استراتژی اول تیم ،{۵, ۶, ۱۰, ۱۵} اعضای میان از n مقدار چند ازای به باشد، t = ۲ و k = ۲ اگر ۱۷

۳ (۵ ۲ (۴ ۱ (۳ ۴ (۲ ۰ (۱

است. درست ۵ گزینه ی پاسخ:

n تقسیم ͬ مانده ی باق اگر تنها و اگر دارد، برد استراتژی است تیم آن اول نفر دستان در توپ که تیمͬ ͬ دهیم م نشان
n ∈ {۰, ۱, ۲} ازای به استقرا پایه های ͬ کنیم. م اثبات را حͺم این n مقدار روی استقرا با باشد. ۱ یا ۰ برابر ۳ بر
است، درست (۰ ⩽ n′ < n (برای n′ مقادیر تمامͬ ازای به حͺم که این فرض با است. اثبات قابل راحتͬ به

ͬ کنیم. م اثبات n برای را حͺم
ͬ کنیم: م تقسیم حالت ۳ به را مسئله ،۳ بر n تقسیم ͬ مانده ی باق به توجه با

بدهد. ۳ شماره ی نفر به را توپ ۱ شماره ی نفر است کافͬ باشد، ۰ برابر ۳ بر n تقسیم ͬ مانده ی باق اگر •
استقرا، فرض طبق ͬ باشد. م ۲ برابر ۳ بر n−۱ تقسیم ͬ مانده ی باق و است دوم تیم اول نفر دستان در توپ

دارد. برد استراتژی اول تیم حالت این در پس ندارد، برد استراتژی دوم تیم
تیم از ۲ شماره ی نفر به را توپ ۱ شماره ی نفر است کافͬ باشد، ۱ برابر ۳ بر n تقسیم ͬ مانده ی باق اگر •
ͬ رسیم م مشابهͬ بازی به بدهد. ۳ شماره ی نفر به را توپ ۲ شماره ی نفر بعد مرحله ی در و دهد خودش
فرض طبق ͬ باشد. م ۲ برابر ۳ بر n − ۲ تقسیم ͬ مانده ی باق و است دوم تیم اول نفر دستان در توپ که

دارد. برد استراتژی اول تیم پس ندارد، برد استراتژی دوم تیم استقرا،
در اگر دارد. برد استراتژی دوم تیم کند، کاری هر اول تیم باشد، ۲ برابر ۳ بر n تقسیم ͬ مانده ی باق اگر •
فرض طبق که ͬ رود م n− ۱ حالت به بازی بدهد، ۳ شماره ی نفر به را توپ ۱ شماره ی نفر اول، مرحله ی
۱ شماره ی نفر اول، مرحله ی در اگر دارد. برد استراتژی اصلͬ) مسئله ی در دوم (تیم اول تیم آن در استقرا،
تیم اعضای از ͬͺی به را توپ حال هر به ۲ شماره ی نفر بعدی مرحله ی در دهد، ۲ شماره ی نفر به را توپ
حالت به بازی تا بدهند ۱ شماره ی نفر به را توپ است کافͬ دوم، تیم اعضای از کدام هر ͬ دهد. م دوم

دارد. برد استراتژی دوم تیم استقرا فرض طبق آن، در که برسد n− ۳

□

دارد؟ برد استراتژی اول تیم ،۳۰ تا ۱ اعداد میان از n مقدار چند ازای به باشد، t = ۲ و k = ۱۰ اگر ۱۸

۲۰ (۵ ۳۰ (۴ ۲۵ (۳ ۱۵ (۲ ۱۰ (۱

است. درست ۵ گزینه ی پاسخ:

ͬ کنیم: م تعریف صورت این به (۱ ⩽ i ⩽ ۲k (برای را wn,i مقدار

به نفرات، بهینه ی بازی مرحله n از بعد و باشد i شماره ی نفر دست ابتدا در توپ اگر است wn,i = ۱ •
شود). بازی برنده ی اول (تیم برسد اول تیم از شخصͬ

۱۵۱۴۰۱ بهار
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به نفرات، بهینه ی بازی مرحله n از بعد و باشد i شماره ی نفر دست ابتدا در توپ اگر است wn,i = ۰ •
شود). بازی برنده ی دوم (تیم برسد دوم تیم از شخصͬ

ͬ کنیم: م پیدا بازگشتͬ صورت به را دنباله این
:۱ ⩽ i ⩽ k برای

wn,i = wn−۱,i+۱ or wn−۱,i+۲

:k + ۱ ⩽ i ⩽ ۲k برای و

wn,i = ۱− wn,i−k.

داد نشان ͬ توان م استقرا و الͽو کردن پیدا با هم چنین است. حل قابل مسئله بازگشتͬ، رابطه ی این از استفاده با
دارد. برد استراتژی اول تیم باشد، ۹ حداکثر ۱۵ بر n تقسیم ͬ مانده ی باق اگر که

□

i هر ازای به شده اند. شماره گذاری ۱۴۰۱ تا ۱ اعداد با آن رأس های که داریم یال ۱۴۰۱ و رأس ۱۴۰۱ با گرافͬ
با نیز ۱۴۰۱ و ۱ شماره های با رأس های هستند. متصل هم به یال ͷی با i+۱ و i رأس های ،(۱ ⩽ i ⩽ ۱۴۰۰)
نداشته وجود آن رأس های بین یالͬ هیچ اگر گوییم مستقل رأس ها از مجموعه ای به هستند. متصل هم به یال ͷی

ͬ شود. م گفته مستقل مجموعه بزرگ ترین اندازه، بیش ترین با مستقل مجموعه ی به باشد.

دهید پاسخ زیر سوال ۲ به بالا توضیحات به توجه با

شود؟ کم تر ͬͺی حداقل آن مستقل مجموعه بزرگ ترین اندازه ی تا کنیم اضافه گراف به باید یال چند حداقل ۱۹

۱ (۵ ۴ (۴ ۵ (۳ ۳ (۲ ۲ (۱

است. درست ۲ گزینه ی پاسخ:

(۷, ۹) و (۴, ۶) ، (۱, ۳) جدید یال ۳ کردن اضافه با است. ۷۰۰ اولیه گراف مستقل مجموعه بزرگ ترین اندازه ی
رأس های از رأس ͷی ،۳ تا ۱ رأس های از رأس ͷی حداکثر ͬ رسد؛ م ۶۹۹ به مستقل مجموعه بزرگ ترین اندازه ی
مستقل مجموعه بزرگ ترین اندازه ی دارد. حضور مستقل مجموعه در ۹ تا ۷ رأس های از رأس ͷی و ۶ تا ۴
حال ͬ شود. م ۶۹۹ حاصل گراف مستقل مجموعه بزرگ  ترین اندازه ی پس است. ۶۹۶ هم ͬ مانده باق رأس ۱۳۹۲
فرض مسئله، کلیات از کاستن بدون ͬ ماند. م ۷۰۰ مستقل مجموعه بزرگ ترین اندازه ی یال دو با ͬ دهیم م نشان
با دسته دو به را رأس ها بقیه ی است. شده وصل ۱۴۰۱ شماره ی با رأس به شده اضافه یال های از ͬͺی کنید
مستقل مجموعه ͷی دسته دو این از کدام هر دوم، یال کردن اضافه از قبل ͬ کنیم. م تقسیم فرد و زوج شماره های
ͬ ماند. م باقͬ مستقل مجموعه هم چنان دسته ها از ͬͺی حداقل دوم، یال کردن اضافه از بعد هستند. رأسͬ ۷۰۰
□

شود؟ کم تر تا دو حداقل آن مستقل مجموعه بزرگ ترین اندازه ی تا کنیم اضافه گراف به باید یال چند حداقل ۲۰

۳ (۵ ۴ (۴ ۵ (۳ ۶ (۲ ۷ (۱

۱۶۱۴۰۱ بهار
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است. درست ۳ گزینه ی پاسخ:

۱۵ تا ۱ رأس های میان از ͬ کنیم. م اضافه گراف به را (۱۳, ۱۵) و (۱۰, ۱۲) ، (۷, ۹) ، (۴, ۶) ، (۱, ۳) یال های
مجموعه در رأس ۶۹۳ حداکثر نیز ͬ مانده باق رأس ۱۳۸۶ از دارند. حضور مستقل مجموعه در رأس ۵ حداکثر
اضافه با ͬ دهیم م نشان حال است. ۶۹۸ حاصل گراف مستقل مجموعه بزرگ  ترین اندازه ی پس هستند. مستقل
کنید فرض مسئله، کلیات از کاستن بدون دارد. وجود ۶۹۹ انداز ه ی با مستقلͬ مجموعه یال، ۴ حداکثر کردن
به را رأس ها بقیه ی قبل، قسمت مشابه است. شده وصل ۱۴۰۱ شماره ی با رأس به شده اضافه یال های از ͬͺی
وجود دسته ͷی حداقل کبوتری، لانه  اصل طبق ͬ کنیم. م تقسیم فرد و زوج شماره های با رأسͬ ۷۰۰ دسته ی دو
کنید فرض مسئله، کلیات از کاستن بدون ͬ شود. م اضافه دسته آن در رأس دو بین جدید یال ۱ حداکثر که دارد
۴ و ۲ شماره های با رأس های بین یال آن و شده اضافه جدید یال ͷی حداکثر زوج شماره ی با رؤوس دسته ی در

ͬ دهند. م تشͺیل ۶۹۹ اندازه ی با مستقل مجموعه ͷی ۴, ۶, ..., ۱۴۰۰ رأس های باشد.
□

۱۷۱۴۰۱ بهار


